BIMODULES NORMES REPRESENTABLES SUR DES 
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1. Introduction 



Soient A, B deux C* algebres. Les articles [|I| et contiennent une 
caracterisation abstraite des A — B bimodules V ayant une structure 
d'espace d'operateurs telle qu'il existe un espace de Hilbert i^, deux 
representations fideles tt : A — >• B{S)), p : B ^ ^i^) et une application 
completement isometrique J : V ^ B{S)) verifiant 

J{avb) = 7T{a)J{v)p{b), e A,b e B,v e V. 

De tels bimodules interviennent dans la theorie cohomologique des 
algebres d'operateurs. lis sont souvent appeles A — B bimodules d'o- 
perateurs. Ici nous les appellerons plutot A — B bimodules L°° ma- 
triciellement normes. 

Etant donne un A — B bimodule norme V, il est naturel de cliercher 
des criteres assurant I'existence d'une structure de A — B bimodule L°° 
matriciellemnt norme sur V compatible avec la norme donnee sur V, 
c'est a dire telle que || ■ ||i = || ■ ||. II est clair que la condition suivante, 
appelee condition (R), est necessaire: 

||ait;i6i + a2V2b2\\ < \\aial + a2a2||^^^||6i&i + 62^2!^^^ niax{||t;i||, ||'U2||}, 

pour tons ai, 02 G A, bi, 62 G -B et f 1, f2 G V. 

Nous demontrons la reciproque. Plus precisement, nous demontrons 
qu'un A — B bimodule norme satisfait a la condition (R) si et seulement 
si il existe un espace de Hilbert S^, deux representations fideles 7i,p de 
A et B dans et une application isometrique de A — B bimodule 
j -.V ^ B{S^) tels que 

j{avb) = 7[{a)j{v)p{b), \fa e A,b e B,v e V. 

Nous dirons que de tels bimodules sont representables {{R) comme 
i?uan ou i?epresentable). Le cas A = B = M„ a ete traite par F. 
Lehner dans Le cas commutatif A = B = Co{X), 011 les actions a 
droite et a gauche coincident est dii a K.H. Hofmann 
Notre travail est organise comme suit. 

On commence par demontrer quelques resultats techniques utiles 
pour la suite. L'ingredient principal est le lemme fondamental |2.3| , qui 
sert a caracteriser les formes lineaires bornees sur les A — B bimodules 
representables. 
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Pour une representation (tt, i^) d'une C*-algebre C nous introduisons 
la notion suivante de cyclicite locale. 

Definition . SoitC est une C* -algehre. Une representation {t^ , H) de 
C est appelee localement cyclique si il existe S G H un sous- ensemble 
dense dans H tel que pour tout hi,h2, ■ ■ ■ ,hn G S il existe h & £ tel 
que hi G n{C)h. 



Cette propriete a ete remarquee dans [jTO|, oii on considere A, B C 
B{Sj) deux C* algebres et C B{Sj) unA-B bimodule. Si A ^ 8{S^) 
et B ^ B{Sj) sont localement cycliques, Smith demontre que tout 
morphisme de A — B bimodules R : V ^ ^{^) est completement 
borne, avec 



= \\R\ 



cb- 



On en deduit (a I'aide du tlieoreme de prolongement de Wittstock) que 
R se prolonge en un morphisme de A — B bimodule R de B{S^) dans 
lui-meme, avec = ||-R|| (voir aussi [p!l[] ). 

Dans la section 2 nous demontrons, sans utihser le resultat de Witt- 
stock, le theoreme de prolongement suivant. 

Theoreme . Soient (vr,^) et (p, ^) deux representations localement 
cycliques de A et B respectivement. Soient W un A — B bimodule 
verifiant la propriete [R) et V G W un sous A ~ B bimodule. Soit 

R:V ^ B{^,S)) 

un morphisme contractif de A — B bimodules. Alors il existe un mor- 
phisme contractif de A — B bimodules 

R:W ^ B{K,Sj) 

qui prolonge R. 

De plus, le theoreme de Wittstock est une consequence immediate 
de ce resultat, grace a une propriete remarquable de I'algebre /C des 
operateurs compacts en dimension infinie, a savoir que toutes les representations 
de )C sont localement cycliques. 

Dans la section 3 nous etudions les representations des A — B bimod- 
ules normes, et nous caracterisons les A — B bimodules representables 
comme etant exactement ceux qui possedent la propriete (R). Si S^a" 
et S)b" designent les espaces des representations standards des algebres 
de von Neumann enveloppantes de A" et B" de A et -B respectivement, 
le A — B bimodule B{S)b",^a") joue un role important dans notre tra- 
vail ainsi que EndA^siV, B{S)b" , ^a"), espace norme des morphismes 
de A — B bimodules de V dans B{S)b",^a")- Celui-ci generalise dans 
notre cadre le dual d'un espace norme ordinaire. On I'appelle le dual 
standard du A — B bimodule V. 
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Etant donne un A — B bimodule represent able, nous montrons dans 
la section 4 qu'il existe une plus petite structure matricielle com- 
patible, et nous donnons plusieurs caracterisations. Plus precisement, 
on a 

Theoreme . Soit {V, (|| ■ \\n)n) un A — B bimodule L°° matriciellement 
norme. Les ajfirmations suivantes sont equivalentes: 

(a) La structure matricielle de V est minimale. 

(b) // existe Vl un compact et un morphisme de A — B bimodules 
completement isometrique V C{yL,B{f}B"i^A"))- 

(c) Tout morphisme isometrique j ■ V C{Q,B{S)b",^a")) e.st 
completement isometrique. 

(d) Pour [vki] e Mn{V) on a 

n n n n 

\\[vki]\\n = supiW^^akVkikW : || ^ flfca^H < 1, || ^ < 1}. 

k=l 1=1 k=l 1=1 

(e) Pour tout A — B bimodule L°° matriciellement norme, tout mor- 
phisme contractif de A — B bimodules W ^ V est completement 
contractif. 

Comme consequence directe nous donnons une autre demonstration 
du theoreme de representation de |Q. 

Finalement, dans la section 5 nous reprennons les memes questions, 
en ajoutant des hypotheses de dualite. Nous definissons les A — B 
bimodules representables duaux (en enlevant la propriete [R) ce sont 
ceux introduits dans P). Nous caracterisons ces objets, avec ou sans 
hypotheses de normalite pour les actions de A et 5. 

Ces resultats seront utiles pour I'etude des produits tensoriels relatifs 
des bimodules representables, actuellement en cours. 

2. Definitions et resultats de base 

Soit V un espace norme equipe d'une structure de A — B bimodule, 
oil A et 5 sont deux C*-algebres. On suppose que V est essentiel, c'est 
a dire que 

av = vb = v. 

Definition 2.1. Si pout tout a E A, h E B , v E V on a 

\\avh\\ < ||a|| • ||f|| • 
on dit que V est un A — B bimodule norme. 

Definition 2.2. Si pour tout ai,a2 G A, &i,&2 E B et ||fi||, ||'y2|| < 1 
on a 

{R) \\aivibi + a2f2&2|| < ||aia* + 0202!^''^ " ll^i^i + ^2^2!^''^, 
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on dit que V verifie la propriete (R) . 

Si pour tout ai, a2 G bi, 62 G et ||fi||, ||f2|| < 1 on a 

{R') Waivibi + a2V2b2\\ < H + al\\'/^ ■ \\bl + bl\\'/^ 

on dit que V verifie la propriete {R') . 

Evidemment la propriete (R) implique que V est \m A — B bimodule 
nor me. 

II est facile de voir que si V est nn A — B bimodule norme alors pour 
toute unite approcliee (a^) de A et pour toute unite approcliee (6^) de 

5 on a 

V = limaaf = lirnvbs, Vf G V. 

a P 

Proposition 2.1. Soit V un A — B bimodule norme. Alors les pro- 
prietes (R) et {R') sont equivalentes. 

Demonstration. Evidemment {R) implique {R')- Supposons que 
V satisfait a la condition {R). Soient ai, 02 G A, 61, 62 G i? et t>i, 172 G V 
tels que \\vi\\ < 1, z = 1,2. On va utiliser un resultat de [0] ou 0. Si 
C est une C*- algebre et c G C, pour tout < e < 1 il existe un 
unique Cg G C tel que c = Ce|c|^~^ et \ce\ = |c|^. Avec cette observation 
appliquee a a*, 61 et 62, pour tout e > on a 

ambi + a2V2b2 = \al\^'''^wM^^-'^ + \a;\^^-'^W2\b2\^^-'\ 

oil Wi = a'-Vib[ avec ||a^|| = et = i = 1,2. Soient 

A, = |||a*|(2-2^) + |a;|(2-2e)|| 

B, = |||6i|('-'^) + |62|^'"''^|| 
me = max{\\wi\\,\\w2\\}. 

Par hypothese on a 

\\aivibi + a2V2b2\\ < A^J'^B\^'^me. 

Maintenant il suffit de remarquer que 

limAg = ||aia^ + 0202!! 

limSg = \b\bx\b\b2\ 
£^0 

lim rrie < 1, 
£^0 

d'oii le resultat de I'enonce. □ 

Supposons que \^ est un A — i? bimodule verifiant la propriete (i?) et 
que A n'a pas d'unite. Alors il existe une action naturelle sur V de A 
(la C*-algebre deduite de A par adjonction d'une unite), prolongeant 
Taction de A, definie par 

(a © X)v = av + Xv, ^a® \ e A,v eV. 
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On voit facilement que V devient un A — B bimodule qui verifie la 
propriete (R). La meme chose est valable pour Faction a droite de B. 
Done, en general, on pourra supposer que A et B possedent des unites. 

On aura besoin du resultat technique suivant, qui apparait comme 
consequence direct e de [0] ou 

Lemme 2.2. Soit C une C*-algebre. Soit Xi,X2, . . . ,Xn & C et < 

e < 1. Posons x = xlXkY^'^ . Alors il existe Ci,C2, . . . , c„ G C tels 
que Xk = CkX^'"^ pour k = 1,2, . . . ,n et 

J2clck = x^'. 

Dans la suite nous supposons que tons les bimodules consideres 
seront supposes qu'ils satisfont la propriete {R). 
Un resultat cle est le suivant: 

Lemme 2.3 (fondamental). Soit F & V* . Alors \\F\\ < 1 si et seule- 
ment si il existent (p G S{A), ip G S{B) deux etats de A et respective- 
ment de B tels que 

\F{avb)\ < (l){aa*Y/^ij{b*bY/^\\v\\, 

pour tous oeA, bEBetvEV. 

Des variantes se trouvent dans |§, theorem C] et 0. 
Demonstration. La condition est evidemment suffisante. 
Supposons que = 1. Soit C = A® B. Pour c = a©6GC+ = 
A+ © B+ posons 

G{c) = sup \F{a^/\b'/^)\. 

\\v\\<l 

Evidemment < G{c) < \\a^'^\\ ■ < max{||a||, ||6||} = ||c||. On va 

prouver que G est concave sur G^ . Soit Ci = aiQ)bi E G^, i = 1, 2. Soit 
Vi,V2 G Vi- Quitte a remplacer vi et V2 par Aifi et X2V2 avec |Aj| = 1, 
on pent supposer que F^aiVibi) > 0, i = 1, 2. 

Soit a = ai+a2,b = bi + b2- Fixons e > 0. Par le lemme 2^ il existe 
ei, 62 G A et /i, /2 G -B tels que 

^1/2 _ „(l-e)/2„ „l/2 _ (l-e)/2„ r, r,* \ p r,* — 

0,^ — CI 61, 0,2 — O 62, ClCi + 62^2 — 0, , 

5f = j^5(i-.)/2^ 6f = /26(i-)/2, nh + r2f2 = v. 



Alors 



ou 



F{a'^\,b\'^) + F{ay\2bT) = Fia^'-^^^wb^''^^/'), 



W = CiVifi + 62^2/2- 

Mais alors \\w\\ < Heie^ + e2e^||i/2 . ^ j^j^Hi/^ = ||a||^/2||^p/2^ ^n 
passant a la limite pour e — on trouve 

F(a}/V6}/') + F(af t;26f ) < G(ci + C2), V||t;i||, \\v2\\ < 1, 
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et done 

G{ci)+G{c2) < G(ci + C2). 

Si Cj G 2 = 1,2, alors 

||Ci|| - G{C2) > \\C2\\ - \\ci - C2II - G(C2) > -||ci - C2II. 

Soit H : Csa — ^ ^ definie par 

H{h) = inf{||ci|| — G{c2) : h = Ci — C2 avec Ci,C2 G C"^}. 

Alors if est une forme sous-lineaire sur Csa et par le theoreme de 
Hahn-Banach il existe une forme M-lineaire p definie sur Csa telle que 
p{h) < H{h), \fh G Csa- En particulier, si c G C+ on aura p(c) < ||c|| 
et — p(c) = p{—c) < — G(c) pour tout c G Done 

G{c) < p{c) < \\cl yceC+. 

Alors I'extension eomplexe de p a C est un etat de C, ear si A et i? 
sont uniferes on a 

l=G(l)<p(l)<||l|| = l, 

sinon on a toujours 

sup G{c) = 1. 

cec+,\\c\\<i 

Maintenant on pose s = p(l © 0), t = p(0 © 1). On remarque que 
s + t = 1. En outre, s,t > 0, paree que F 7^ 0. Soit 0(a) = s~^p(a©0), 
= t-ip(0 © 6). Alors G ^(A), ^ G et 



\F{avb)\ <p{a^®h'^) = s4>{a'^) + tij{b'^) Wa e ,b e B+ ,\\v\\ < 1, 



on trouve que 



et par le meme raisonnement qu'a la Proposition 127 
pour tout a G v4, 6 G -B et ||f || < 1 on a 

\F{avb)\ < s<j){aa*)+ti){h*h). 

Par un argument standard on trouve que 

\F{avh)\ < 2^(j){aa*f'^i>{h*hY''^\\v\\ \/a e A,b E B,v e V. 

Mais st < 1/4, done le lemme est demontre. En fait, eomme on a 
suppose ||F|| = 1 on a automatiquement st = 1/4, done s = t = 
1/2. □ 



Lemme 2.4. Soit W un A — B himodule verifiant la condition (R) et 
V <ZW stable par les actions de A et B. Soit cf) G S{A) et %p E S{B) 
deux etats de A et B respectivement, et F E V* une fonctionnelle 
lineaire verifiant, pour tout a E A, b E B et v E V , 

\F{avb)\ < (f){aa*y^^^{b*by/^\\v\\. 
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Alors il existe F G W* une extension de F telle que pour tout a E A, 
beBetw&Wona 

\F{awb)\ < (f){aa*y/^^{b*bY/^\\w\\. 

Demonstration. On pent supposer A et B uniferes. Considerons 
N : W ^ ]R+ Fapplication donnee par 

. . r (pjaa*) + ^{b*b) 
N[w) = mi \\w II . 

w=aw'b 2 



En utilisant le lemme on obtient que 

iV(u;) =inf{^^^^^^^^||i/;'||, w = aw%aeA+,beB+}, 
et finalement, pour tout w & W on a. 

N(yj) = ini{^^^-l-^^i^\\w'l w = aw'b,a eIiA+),b El{B+)}, 

on on X{A~^) et I{B^) representent les elements positifs et inversibles 
de A et -B respectivement. Avec les memes arguments que dans la 



demonstration de la lemme |2.3| on verifie que N est une semi-norme 
sur W , et en utilisant la derniere forme de A^, on obtient que 

\F{y)\<N{v), 'iveV. 

Par le theoreme de Hahn-Banach il existe une forme lineaire F G W* 
qui prolonge F telle que 

\F{w)\<N{w) \fweW. 
La forme F verifie toutes les conditions requises. □ 

Si (vr, S)) et (p, ^) sont deux representations de A et 5 respective- 
ment, B{^,SS) sera toujours muni de sa structure de A-B bimodule 
canonique, par les actions naturelles 

a.T.b = Ti{a)Tp{b). 

Evidemment i^) possede le propriete {R). 

Definition 2.3. Soit C est une C*-algehre. Une representation (vr, H) 
de C est appelee localement cyclique si il existe £ d H un sous- 
ensemble dense dans H tel que pour tout hi, h2, . . . , hn E S il existe 
h G S avec hi G TT{C)h, i = 1, . . . ,n. On dira que S est un sousensem- 
ble localement cyclique de H . 

Les representations localement cycliques jouent un role crucial dans 
ce travail. Dans fl^ il est demontre que, pour une algebre de von 



Neumann M agissant sur I'espace de Hilbert H, I'inclusion de M dans 
B{H) est localement cyclique si tout etat normal de M' est un etat 
vectoriel. En particulier, si M est une algebre de von Neumann, sa 
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representation standard est localement cyclique. Pour une C* algebre 
A, sa representation sur I'espace de Hilbert standard de son algebre de 
von Neumann enveloppante A" est aussi localement cyclique. 

Theoreme 2.5. Soient (tt, et {p,S)) deux representations locale- 
ment cycliques de A et B respectivement. Soient W un A — B himodule 
verifiant la propriete (R) et V G W un sous A — B himodule. Soit 

R:V ^ I3{^,9j) 

un morphisme contractif de A — B bimodules. Alors il existe un mor- 
phisme contractif de A — B bimodules 

R:W B{A,S^) 

qui prolonge R. 

Demonstration. Soit J-" G ^ et S G des sous ensembles denses 
dans ^ et respectivement, satisfaisant aux conditions de localement 
cyclicite. On definit sur x S une relation d'ordre par 



Pour [rj, C,) donne, on considere la forme sur V 



Par le lemme p.4| il existe une forme lineaire F E W* qui prolonge F^^^ 
telle que 

\F{awb)\ < ||7r(a)*^|| ■ \\p{b)7]\\ ■ \\w\\, e A,b e B,w e W. 
Done pour chaque w E W on pent definir un operateur 



Rr,,^{w)eB{p{B)7^,niA)0 

par 

{Rr^^^{w)p{b)r]\iT{a)^) = Frj^^{a*wb). 

Mais la relation d'ordre introduite auparavant est filtrante croissante, 
car les deux representations sont par hypothese localement cycliques. 
Soit U un ultrafiltre la contenant. Alors, pour w E W fixe, on definit 
la forme sesquilineaire 

'^'«,('7o,^o) = lim(^»?,f(w^)^o|^o) 

sur K X S). On montre assez facilement que $^ definit un operateur 

R{w) E B{^,9j) 

et que w i-^ R{w) verifie les conditions requises. □ 

Le theoreme de prolongement ci-dessus n'est pas valable pour un 
morphisme de A — B bimodules arbitraire R : V B{^,Sj), meme 
sous les hypothese les plus simples A = B = C 
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II semble que I'hypothese de cyclicite locale de vr et p soit essentielle. 
Cependant, le theoreme de Wittstock nous dit que, si V est un es- 
pace d'operateurs, si T : V ^{H) est une application completement 
bornee et si C completement isometriquement, alors il existe 
un prolongement T : W ^ ^{H) avec \\T\\cb = \\T\\cb- Ceci est val- 
able sans aucune hypotliese sur I'espace de Hilbert H. La raison pour 
cela est que, si on note /C I'algebre des operateurs compacts sur l^, 
alors toutes les representations nondegenerees de /C sont localement 
cycliques. En outre, si C est une C* algebre quelconque et {7i,S^) est 
une representation nondegeneree de C, alors (id ® vr, ® S)) est une 
representation localement cyclique de /C C. 

Dans la suite, pour une Vr*-algebre M on va noter par Sjm I'espace de 
Hilbert de la representation standard de M (cf. 0). Le fait important 
est que tout etat normal d'une algebre de von Neumann sous forme 
standard est un etat vectoriel. 

Si C est une C* algebre, alors C sera identifiee avec I'image dans 
C" de I'inclusion canonique (oii C" est son algebre de von Neumann 
enveloppante). 

Proposition 2.6. Soit F G V{ . Alors il existe rj e S)b" et ^ E S^a" 

de norme 1, R : V ^ S{^b" , ^A") un morphisme contractif de A-B 
himodules tels que 

n-) = {Rmo- 

Demonstration. Par le lemme il existe des etats et ip de A 
et B respectivement, satisfaisant a 

\F{avh)\ < ^{aa*Y/^v\\ij{h*hfl^ , e V,a e A,b e B. 

Les extensions et tp** sur A" et B" respectivement sont des etats 
normaux, qu'on note aussi (p et ip. Par Theorem 2.17] ce sont 
des etats vectoriels, c'est a dire qu'il existe des vecteurs (de norme 1) 
^ G Sja", V ^ ^b" tels que (p = u^, ip = cj^. On definit sur Bi] x AC, la 
forme sesquilineaire 

{bri,aC) \—>- F{a*vb), 

qui est bien definie, car 

\F{a%b)\ < \\v\\p{a*ay/^^{b*by/^ = \\v\\ ■ \\br]\\ ■ ||a^||. 

Pour chaque v E V il existe done un unique operateur 

R{v) e B(B^,A^) 

de norme inferieure ou egale a ||f || tel que 

{R{v)b7]\aO = F{a*vb), V(a, b)eAxB. 

Comma Br] C S^b" et A^ C S^a" on pent regarder R{v) comme mor- 
phisme de S^B" a 9) A", note toujours par R{v). On voit facilement que 
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it! est un morphisme de A-B bimodules, car 

{R{avb)biri\ai^) = F{a\avhhi) 

— {R{v)hhirj\a* ai^) 

— {aR{v)bbir]\ai^) , 

et done 

R{avb) = aR{v)h \/a e A,h e B,v eV. 

□ 



3. Representations de A - i? bimodules 

Soit V rni A — B bimodule norme. 

Definition 3.1. Soit {7i,S)), (p, deux representations fideles de A et 
B respectivement et fl un espace compact. Soit J : V ^ C{Q, B{^, S^)) 
un morphisme de A — B bimodules. Un tel triplet [J^-n^p) est appele 
une representation du A — B bimodule V. 

Pour simplifier les notations, lorsqu'il n'y a pas de risque de con- 
fusion on va identifier A et B avec leurs images dans B{S)) et B{^) 
respectivement. 

Definition 3.2. Soient {7r,Sj), (p,^) des representations de A et B 
respectivement. On appelle dual associe a {7i,p) Vespace 

EndA,B{V,l3{^,^)), 

note V^^ . L 'espace 

EndA,B{V^^(^B":M) 

est appele le dual standard de V , note . 

^\ A — B — C alors le dual standard coincide avec le dual usuel. 
^\ A = B est une C* algebre, alors V — A possede une structure 
A — A bimodule (par multiplications). En fait A est toujours un 
M{A) — M{A) bimodule verifiant la propriete (i?). Si (tt, i^) est une 
representation de A, alors V^^^-^ s'identifie avec vr(A)'. 

Si y est un A — i? bimodule norme, V^-j^p) possede une structure 
naturelle de ii{A)' — p{B)' bimodule , et il verifie la propriete (i?) rel- 
ativement a t^{A)' et p{B)' . Les actions de 7r(A)' et p{B)' sont definies 
par 

{a'.T.b'){v) = a'T{v)b\ eV,a' e 7r(A)', b' e t:{B)' . 
Pour un A — B bimodule norme V on va noter 

(1) ^v^ EndA,B{y^ B{9)B",^A"))i 

I'ensemble des morphismes de A — B bimodules contractifs de F a 
valeurs dans B{^b" i^A")- Autrement dit, est la boule unite du 
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dual standard de V. II est facile de voir que fly est compact pour la 
topologie de la convergence simple de V dans B{:^b",^a"), muni de la 
topologie *-faible. 
On remarque que 

Jv -.V ^C{nv,B{S^B",M) 

definie par Jv{v){R) = R{v) est une representation de A~B bimodules, 
appellee representation standard de V. 

Theoreme 3.1. Soit V un A — B-himodule possedant la propriete [R). 
Soit V & V . Alors 

\\v\\ = snp{\\R{v)\\ : ReQv}- 

Demonstration. Soit F G telle que F{v) = 1. Alors par la 
proposition le resultat est immediat. □ 



Corollaire 3.2. Si V est un A — B himodule possedant la propriete 
(R), la representation standard Jy '■ V ^ C{Qv,B{Sjb",^A")) est une 
isometrie 

On pent maintenant enoncer le resultat suivant. 

Theoreme 3.3. Soit V un A—B himodule norme. Alors les conditions 
suivantes sont equivalentes: 

(1) V est un A — B himodule possedant la propriete (R) (ou {R') ). 

(2) La representation standard est une isometrie. 

(3) II existe une representation isometrique de V. 

(4) II existe un espace de Hilhert H, deux representations fideles % : 
A B{H), p : B ^{H) et un morphisme isometrique J : V ^ 
B{H) tel que 

J{avb) = Tx{a)J{v)p{h) ,\fa e A,v e V,b E B. 

Demonstration. L'implication (1) =^ (2) resulte du theoreme 
Les implications (4) =^ (1) et (2) =^ (3) sont immediates. 

Pour montrer que (3) implique (4), considerons Jq un morphisme 
isometrique de V dans C{Q, B{^, Sj)). On prends simplement Hq = 

9) Q) ^, les representations vr © et © p et J{v) = ^ '^o('^) 

J verifie les conditions requises et est a valeurs dans C{Q, B{H)), qui 
est une C*-algebre. □ 



Done 



Definition 3.3. UnA—B himodule qui possede ces proprietes equivalentes 
sera dit A — B himodule representahle. 

On finit cette section par une caracterisation des inclusions de A — B 
bimodules representables. 
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Par analogie avec le cas classique des espaces de Banach, pour tout 
morphisme de A — B bimodules T : V —>■ W on peut definir le mor- 
phisme dual : par 

T\S){v) = S{T{v)), eW\ve V. 

On obtient: 

Corollaire 3.4. Soit J : V —>■ W un morphisme de A — B bimodules 
representables. Alors les affirmations suivantes sont equivalentes: 

(i) J est une isometrie. 

(ii) J'^{VLw) = (^n particulier est surjective). 

Demonstration. Pour demontrer que {i) implique (ii), soit R G 
flw Alors 

J^{R){v) = R{J{v)), VveV, 

done 

||jt(i?)(.;)l| < ||J(t;)|| = e V. 

On a done J'^^flw) C Qy 

II reste a remarquer que, si on identifie V a son image J{V), pour 
tout R G fiy, par le theoreme ^]5| il existe R G W"^ le prolongeant, avec 
= ||-R||. Autrement dit, 

R{J{v)) = R{v), G V, 



d'ou J^{R) = R, done J^iQw) = ^v- 

Supposons maintenant que J'^i^Qw) = ^v- Par le theoreme Kl 



on a 



||f|| = sup ||-R(f)|| 

= sup mv)\\= sup \\sij{vm 

= \\J{v)l 

done J est une isometrie. □ 



4. Bimodules L°° matriciellement normes 



Definition 4.1. Soit V un A — B bimodule. On dit que V est L°° 
matriciellement norme s'il est equipe d'une structure d'espace d'opera- 
teurs verifiant les axiomes de Euan: 



(Rl) 
(R2) 



\avb\\, 



< 



V 
w 



max-^ 



pour tout n,m>l, ae M„(A), v G M„(V), w G Mm{V), b G M„(5). 
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Remarque 4.1. Soit V un A — B himodule et pour tout n entier soit 
II ■ ||„ une norme surWlnlV). Alors {V, (|| ■ ||n)n) esi un A — B himodule 
matriciellement norme si et seulement si 

1. Pour tout entiers n < m ['inclusion naturelle 

est une isometrie. 

2. Pour tout n entier, M„(V^) est un M„(A) - M„(5) himodule 
representahle. 

Proposition 4.2. Soit R : V ^ S{K, H) un morphisme contractif de 
A — B himodules, tel que les representations de A sur H , respectivement 
de B sur K , sont localement cycliques. 

Alors pour tout v e MniV), on a I'inegalite suivante 



\\Rn{v)\\ < sup{|| ^^akVkibiW, II ^akalW < 1, || ^b'^kW < 1}. 

k=l 1=1 k=l 1=1 

Demonstration. Pour calculer la norme de Rn{v) il suffit de 
considerer des vecteurs de la forme 

V = ®bkri, I = ©ttfe^, 

avec ||r/|| < 1, ||^|| < 1 et rj, ^ appartenant a des sousensembles lo- 
calement cycliques de et if respectivement. Soit a = (X^fc ^fc'^fc)^''^ 
et 6 = C^kK^kY^"^ ■ 1^ lemme pour tout < £ < 1 il existe 
ci, C2, . . . , Cn e A, di, d2, . . . , dn & B tels que ak = Cka^~% bk = dkb^~^ 
pour /c = 1, 2, . . . , n et 

^clck = a^', ^dldk = b'''. 

k k 

On remarque que 

\M\ = Wvl IKII = 11^1- 

D' autre part 

(Rn{v)m = {R{Y,clvkidi)b'-^v\a'-'0, 

kl 

done 

\{Rnimi)\ < II E^^^'^'ii • ii^'^^ii • ii^'^^ii- 

kl 

Pour obtenir le resultat il suffit de passer a la limite pour e ^ 0. □ 



Definition 4.2. Soit V un A — B himodule norme. On dit qu'une 
structure {V, (|| • ||n)ri) de A — B himodule matriciellement norme 
est compatible || ■ ||i = || ■ || . 
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II est clair que V est un A — B bimodule representable si et seulement 
si on peut munir V d'une structure de bimodule L°° matriciellement 
norme compatible. Nous allons voir que parmi toutes les structures 
de A — B bimodules L°° matriciellement normes compatibles avec V 
il existe une structure minimale et une structure maximale (qu'on va 
caracteriser) . 

Theoreme 4.3. SoitV unA—B bimodule representable. Pour chaque 
entier n > 1 on definit sur M„(y) 

(2) 

n n n n 

Nn{v) = sup{|| akVkikW ■ II y^afcOfcll < 1, II y^^;*&;|l < !}■ 



k=l 1=1 



k=l 



1=1 



Alors Nn est une norme pour tout n, iVi(-) = || ■ || et {V, {Nn)n) est un 
A-B bimodule L°° matriciellement norme. De plus, si (V, {N^)n) est 
un A-B bimodule L°° matriciellement norme avec N[{-) — \\ ■ \\, alors 
Nn < N^, pour tout n > 1. 

Demonstration. On verifie facilement par calcul direct que Nn 
est une norme et que Ni{v) = \\v\\ pour tout v & V. Pour n > 1 
soit V e Mn{V), a e Mn{A) et (3 E M„(5). Soit ai,a2,... , a„ G A 
et 6i,&2, ■ ■ ■ ,bn E B satisfaisant a || Xl'^fcOfcH, || X^&fc&fcH < 1- On note 



a = [oi • • • a„] e Mxn{A) et b 



lni{B). On aura 



d'ou 
(3) 



\a.{avP).b\\ < ||aa|| • • II/36II 

< ||<5||-7V„(i;)-||^||, 

A^n(«^5/3)<||«||-iV„(^) -11/311. 



Soient p, ^ > 1, w G Mp(\/) ct il) G WiqiV). On note comme d'habitude 
v O] 

Wlpj^qiy). D'abord on voit facilement que 



w 



max{iVp(v),iV<j(w)} < 



P+Q 



(4) 

Soit Oi, . . . ,ap, . . . , ttp+q E A, bi, . . . ,bp, . . . , bp^g G B satisfaisant a 

II X]afe4ll> II Xl^fe^fell < 1- 



Posons 





Qp 


1 = 






-b{ 




bp+1 


b' = 










bp. 




bp+q. 
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= a^.v.b^ +o?'.w.}P'. On doit demontrer 



Soit u = [a^ a^] . 
que 

(5) \\a\v.b^ + a^.w.b'^W < max{Np{v), Ng{w)} 



D'apres le theoreme |3]j, pour tout e > il existe R : V ^ B{Sjb", ^A")^ 
un morphisme contractif de A-B bimodules, avec > ||n|| — e. 

Alors 

\\u\\~e < \\R{a\v.b^ + a^w.b'^)\\ 

= Ma^)Rpiv)pib') + 7T{a'')R,{w)p{b^)\\ 



Rpiv) 
Rg{w) 



pip') 



< m^x{\\Rp{d)\\,\\Rg{w)\\} 

< max{Np{v),Ng{w)}. 



La minimalite de (V, (|| ■ \\n)n) est immediate. Soit (V, {N^)n) un 
A — B bimodule L°° matriciellement norme compatible avec V. Soient 
ai, . . . ,an e A, bi, . . . ,bn e B telles que || Y^^^kalW < 1, || Y^kKhW < 
1 et soit [vki]ki £ M„(V^). Alors on aura 



kl 



ai 



< K{[vki]). 



□ 



Les propositions |4.2| et ^]3| ont comme consequence immediate 
Corollaire 4.4. Soit V un A — B bimodule representable. Alors 

n n n n 

Nn{v) = sup{|| y^^y^^ akVkibiW : || ^ 0^411 < 1, || ^ 1| < 1} 

k=l 1=1 k=l 1=1 

= sup 

La structure minimale de A — B bimodule matriciellement norme est 
caracterisee par le resultat suivant: 

Theoreme 4.5. Soit (V, (|| ■ ||„)ri,) un A — B bimodule L°° matricielle- 
ment norme. Les affirmations suivantes sont equivalentes: 

(a) La structure matricielle de V est minimale. 

(b) // existe fl un compact et un morphisme de A — B bimodules 
completement isometrique V — » C {Q, B{S^b" , ^a")) ■ 

(c) Tout morphisme isometrique j : V C{Q,B{S)b",^a")) est 
completement isometrique. 
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(d) Pour [vki] G Mn{V) on a 



k=l 1=1 k=l 1=1 

(e) Pour tout A — B bimodule L°° matriciellement norme, tout mor- 
phisme contractif de A — B bimodules W ^ V est completement 
contractif. 

Demonstration. L 'equivalence (a) -v^ (d) a ete demontree dans la 
proposition ^l3| . 

(a) =^ (c). Pour chaque entier n < 1 definissons 

Ki^) = \\jn{v)\\, yvem^iv). 

Alors (V^, {N'^n est un espace L°° matriciellement norme compatible 
avec V . Pour G fi, si on pose R^jiy) = j{v){uj), alors G Qy On a 

Kid) = sup \\[j{vij){uj)]\\ = sup ||[i?.K-)]ll < K{v), 

done on a, pour tout entier n, I'egalite K = K, c'est a dire j est 
completement isometrique. 

(c) =^ (6). Cette implication est immediate, car la representation 
standard est une isometrie, done par hypothese elle doit etre completement 
isometrique. 

(6) =^ (a). Si j est un morphisme completement isometrique de V 
dans I'espace C{fl,B{S)B",^A")), alors pour tout v G M.n{V) 

\\v\\n = \\jn{v)\\ = SUp\\[j{Vij){u)]\\. 

Pour chaque G soit Ruiiv) = j{v){uj). Alors R^ G fly, done 

||w||„ = sup ||[/?a;(%)]|| < Nn{v). 

(a) =^ (e). Soit un A — i? bimodule matriciellement norme et 
soit ^ : W ^ V un morphisme contractif. Alors, pour w G M„(Vr) on 
aura 

Nn{<^n{w)) = sup ||[i?(<l>K-))]ll = sup ||[(i?0$)(w;,,.)]|| 

Refiv ReQv 
< sup ||[5(w,j)]||, 

et on finit en utilisant la proposition [4.2| appliquee a W. 

(e) =^ (a). Soit (V, (A^^)„) un espace matriciellement norme com- 
patible avec V. Alors I'identite Idy : V ^ est un morphisme con- 
tractif, et par hypothese il doit etre completement contractif. Done 
(y, (II • ||n)n) est la structure minimale de A — B bimodule L°° ma- 
triciellement norme. □ 
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Remarque 4.6. Soit (V, (|| • \\n)n) un A — B himodule L°° matricielle- 
ment norme. Soit k un entier. Alors {M.k{V),{\\ ■ ||fcn)n6N) esi un 
Mfc(y4) — WlklB) himodule L°° matriciellement norme. 

Comme consequence importante des resultats precedents, on pent 
retrouver le theoreme de representation de A — B bimodules L°° ma- 
triciellement normes. 

Theoreme 4.7 (|]1], ^). Soit V un A — B himodule equipe d'une struc- 
ture d'espace d'operateurs. Alors V verifie les axiomes de Ruan (-R1), 
(i?2) si et seulement si il existe un espace de HilhertSj, deux representations 
7T : A ^ B{So), p : B ^ B{^) un morphisme de A — B himodules 
completement isometrique J : V B{^) ^e/s que 

J{avb) = ■K{a)J{v)p{b), \/a e A,v e V,b e B . 

De plus, si A = B on peut choisir tt = p. 

Demonstration. Pour chaque entier n soit = ^Mn{V)- 
demment 



Evi- 



= EndM^iA),MAB){^n{V),B{C'' ®^B",C" 

2 

car C" est I'espace de la forme standard de M„. 
Considerons I'application 

donnee par 



S^A"))l, 



Uv)= R{v®0), 



ou 



f ©0 



V 0' 




i3 



B" 



G M„(r), \/v E V. 



Evidemment jn est un morphisme de A — B bimodules. Soit R E Xn- 
Alors pour tout m entier et [vij] e 
remarque |4.6| on a 



i{V), par le theoreme |4.5| et la 



II [RiVij © 0)] II < II [V,j © 0] |U„ = II [Vij] \lm, 

done jn est un morphisme completement contractif. D 'autre part, j„ 
est n-isometrique, car pour tout i? G A'„ et [vij] G M„(V^) on a 

||[i?K-©0)]|| = ||i?(K-])||. 

En fait, j„ est fc-isometrique, pour k = 1,2, . . . ,n. 
Soit 



3 
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Alors j est une isometrie complete de a valeurs dans un espace 
B{K, H). Soit 7r„(a) = 1„2 ® a et p„(6) = 1„2 ® b. Evidemment 

j{avb) = n{a)j{v)p{b), e A,b e B,v e V, 

oh 



71 
P 



®X„ Pn- 



Si y4 = S il ne reste rien a demontrer, car dans ce cas notre construction 
est telle que ti = p. Si A B, en considerant I'espace K Q) H, soit 
J:V ^ B{K © H) definie par 



J{v) 







et les representations © vr respectivement p © 0. Alors J est un 
morphisme de A — B bimodules completement isometrique, verifiant 
les conditions de I'enonce. □ 



5. Bimodules normaux 

Definition 5.1. Un A — B bimodule representable dual est un A — B 

himodule representable tel que V est le dual d'un espace de Banach 
et pour tout a & A, b & B les applications v ^ av et v ^ vb sont 
a{V, K) continues. 

Un A — B bimodule representable dual V est dit normal a gauche 
(resp. a droite) si A (resp. B ) est une W* -algebre et pour tout F eV^, 
I'application a i-^ F{av) (resp. b i— > F{vb) ) appartient a A^ (resp. i?*/ 
Si V est normal a gauche et a droite on dira qu'il est normal. 

Dans ce cas le lemme |2.3| pent etre renforce. 

Lemme 5.1. Soit V un A — B bimodule normal a gauche (resp. a 
droite). Soit F G V* avec \\F\\ < 1 une fonctionnelle aiV^V^) continue. 
Alors il existe G S{A), ip G S{B) deux etats de A et B respectivement 
tels que 

\F{avb)\ < 0(aa*)i/2^(6*6)i/2||t;||, 
pour tout a E A, b E B et v E V , et tels que (resp. ip) est normal. 
Demonstration. 

Supposons que V est normal a gauche et F G K est de norme 1. Par 
le lemme |2.3| il existe deux etats (f), ip A ei B respectivement tels 
que 

\F{avb)\ < P{aa*y/^iP{b*bY/^\\v\\. 
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Par compacite de Vi (la boule unite de V^), il existe vq G Vi de norme 
1 tel que F{vo) = \\F\\ = 1. Soit r(a) = F{avo). Alors r G A^, et en 
plus ||r|| = 1 = r(l), done r est un etat normal de A. On a aussi 

r(a) < 0(a)^/^ Va G A+. 

Pour prouver la normalite de on utilise un critere connu (voir par 
exemple [|^, Corollary III. 3. 11]). Considerons une famille {pa)aei de 
projecteurs deux a deux orthogonaux dans A verifiant = 1- Si 

F C / est un ensemble fini 

done la normalite de r implique 

5^0(Pa)>l, 

et done 6 est un etat normal. □ 



Proposition 5.2. Soit V un A — B bimodule representable dual et 
-F G K avec \\F\\ < 1. Alors il existe t] G S^b", ^ ^ ^A" deux vecteurs 
de norme 1 et R : V ^ B{S)b",^A") un morphisme contractif de A — B 
bimodules continu pour les topologies *-faibles tel que 

Si, en outre, V est normal a gauche (respectivement a droite), il existe 
V G ^B" (resp. Tj E S^b), i ^ (resp. ^ G S^a") de norme 1 et 
R : V ^ B{S)b",^a) (resp. R : V ^ B{S)b, ^A")) un morphisme 
contractif de A-B bimodules continu pour les topologies *-faibles tels 
que 

F{-) = {R{-)v\0- 

Demonstration. La demonstration est analogue a celle de la 
proposition pl6| . 

Supposons que \^ est un A — i? bimodule representable dual normal 
a gauche. En tenant compte du lemme 5A_, il existe un etat normal (p 
de A et un etat de S tels que 

\F{avb)\ < (l){aa*Y/^^ib*by/^\\v\\, 

et en considerant les representations standard de A et de B" respec- 
tivement , (p est un etat vectoriel sur S^a et ip** est un etat vectoriel sur 
S)b"- Soit (j) = uj^ et ip = ujrj. Done il existe pour chaque v un operateur 
R{v) G 13{W^, A^) tel que 

F{avb) = {R{v)bri, a*^), \fa E A,b E B. 



Evidemment B"r] = Br]. II est evident que R est un morphisme con- 
tractif A — B bimodules. II reste a demontrer que R est continu 
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pour les topologies *-faibles, c'est a dire que si fa ^ dans la topologie 
a{V,V^) alors R{va) dans la topologie a{B(Br],A^),B(BT],A^)^). 
Ceci est equivalent a demontrer que 

ou R' est la transposee de R. Mais B{Wr],A^)^ = C^'M,^) (les 
operateurs a trace de AC, a valeurs dans Bt]), la dualite etant donnee 
par la trace. Comme les operateurs de rang 1 de la forme br] (8) 
forment un ensemble total dans C^{AC, Brj), il sufiit de demontrer que 
pour tout a G A et 6 G -B, la forme lineaire R'^br] ® a^) est a{V, K) 
continue. Or, pour tout v ^ V on a 

{v,R'{bT](g)aO) = {bT]^aC,R{v)) 

= Tr{R{v){h] ® aO) = {Riv)tyr]H) 
= F{a*vb), 

et par hypothese les applications F et t> t— > a*vb sont cr(V, \4) continues. 
Pour achever la demonstration il suffit de remplacer R par I'application 
UR{-)V*, ovlU et V sont les deux inclusions Br] C S^b" respectivement 
McSja- □ 

Pour simplifier, etant donne V et W deux A — B bimodules duaux, 
on va noter avec End^ ^{V, W)i I'ensemble des morphismes contractifs 
de \^ a valeurs dans W, continus pour les topologies *-faibles. 

Theoreme 5.3. Soit V un A — B himodule representable dual. Alors 

\\v\\ = snp{\\R{v)\\ : R e Endl^iV, 6(9)3", ^A"))i. 

Si V est normal a droite, alors 

=sup{||i?(^;)|| : R E Endl^iV, 8(9)3, S)a"))i- 

Si V est normal a gauche, alors 

\\v\\ = snp{\\R{v)\\ : R G En^Xsl^, ^(-^b", -^a))!- 

Si V est normal, alors 

\\v\\ = snp{\\Riv)\\ : R e Endl^^iV, 8(9)3, S)a))i- 

Demonstration. La demonstration est une application directe de 
la proposition precedente. 

Soit V E V. Supposons que V est normal a gauche, par exem- 
ple. Alors il existe une suite (-F„)„ C K avec < 1 telle que 

lim„F„(t;) = ||f ||. Par la proposition |5.2| il existe 

RnEEndXsiV, 8(9)3", 9)a))i 
et des vecteurs rjn E 9)3", ^ de norme 1 tels que 

Fni^v) = {Rn{v)r]n\Cn), 

done lim„ ||_R„(f)|| = ||t>||. □ 
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Avec, en plus, des hypotheses de normahte, le theoreme p.3| devient 

Theoreme 5.4. Soit V un A — B bimodule dual. Alors il existe un 
espace de Hilbert H, deux representations ti : A ^ ^{H), p : B 
B{H) et un morphisme isometrique de A — B bimodules J : V ^{H) 
continu pour les topologies *-faibles, telles que 

J(avb) = TT{a)J{v)p{b), \fa E A,b E B,v E V. 

Si V est normal a gauche (a droite), alors on peut supposer que vr 
(respectivement p) est une representation normale 

Demonstration. Supposons par exemple que V est normal a 
gauche. Soit M. I'ensemble des morphismes (de A — B bimodules) de 
V a valeurs dans B{S^b" ,^a), contractifs et continus pour les topologies 
*-faibles. Avec les notations precedentes, 

M = End\B{V,B{^B".S)A))i. 

Soit m = card(A^) et soit K = P{m) On definit 

J :V B{K ®Sjb",K ®Sja), 

par 



J est une isometrie par le theoreme |5.3| . Soient vr et p les representations 
de ^ et -B dans S^a respectivement S^b"- Alors 

J{avb) = {10 n){a)J{v){l O p)(6), \/a E A,b E B,v E V. 

Le morphisme J est evidemment continu pour les topologies *-faibles, 
etant une somme directe. Aussi, 1 ® vr est une representation normale 
de A, car tt est normale. Le resultat s'obtient en utilisant le meme 



argument que dans la demonstration du theoreme 3.3. □ 



Enfin, comme consequence directe, on donne une legere generalization 
d'un autre theoreme de representation de 0. 

Definition 5.2. SoitV unA—B bimodule L'^ matriciellement norme. 
On dit que V est un A — B bimodule dual L°° matriciellement norme 
si il existe (K,(|| • ||)n) espace matriciellement norme tel que 
M„(V;)* = Mn{V), pour tout entier n<l. 

On rappelle qu'un espace vectoriel V muni d'une systeme de normes 
matricielles (|| ■ ||„) est dit matriciellement norme s'il verifie I'axiome 
de Ruan et si 

Iv 
[o w 

pour tons les entiers n, m et pour tout v E M„(K), w E Mm(V^). 
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Vl2 


t— > 




y2i 


V22_ 







Pour un espace d'operateurs donne V, il est possible que V possede 
un predual K tel que la boule unite de M2(V^) n'est pas fermee pour 
la topologie generee par les seminormes de la forme 

f{vn) fivu) 

_f{v2l) f{v22)_ 

ou / G K. 

Remarque 5.5. Si V est un A — B himodule dual L°° matriciellement 
norme alors pour tout entier n, le M„(A) — M„(i?) himodule M„(l^) 
est dual. Si V est normal a gauche, alors WLniV) est normal a gauche. 
La mime remarque est valable pour le cas normal a droite. 

Theoreme 5.6. Soit V un A — B himodule dual L°° matriciellement 
norme. Alors il existe un espace de Hilhert S^, deux representations 
71 : A B{S^), p : B ^ ^i^) un morphisme de A — B bimodules 
completement isometrique et continu pour les topologies *-faihles J : 
V tels que 

J{avb) = 7i{a).J{v)p{b), \/a e A,v e V,b E B. 

De plus, si A = B on peut choisir n = p. Si V est normal a gauche (a 
droite), on peut choisir tt (resp. p) une representation normale. 

Demonstration. La demonstration est analogue a celle du theo- 
reme O. Par exemple, si V est normal a gauche, pour chaque entier 
n soit 



X. = End: 



.(A),M„(B)(Mn(^),i3(C 

2 

Evidemment C" est I'espace de la forme standard de 
I'application 

donnee par 



S)b"))- 

■An. Considerons 



ou 



3n{v) 



R{v(BO), 



R€X„ 



Xn 



Soit TCrtia) 



Hn 



a et pn{b) 



0(C"'®f)^). 

b. Alors in est un morphisme de 



1 2 



A — B bimodules et 

jn{avb) = 7r'^{a)jniv)p^{b), e A,b e B,v E V, 

ou Tc'^ et p'^ sont des sommes directes des representations 7r„ respec- 
tivement p„. En particulier, vr^ est une representation normale. Soit 
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R G Xn- Alors pour tout m entier et [vij] G M.m{y), toujours en 
utilisant le theoreme et la remarque |4.6| on a 



II [R{vij © 0)] II < II [vij © 0] |U„ = II [vij] lU, 

done est un morphisme completement contractif. D 'autre part, j„ est 
n-isometrique, par le theoreme |5.3|, car il est facile de voir que M„(y) 
est un M„(y4) — M„(i?) bimodule dual. Aussi, j„ est continu pour les 
topologies *-faibles, car c'est une somme directe de telles applications. 
Soit 



3 — ®nj' 



Alors j est une isometrie complete de a valeurs dans un espace 
B{K,H). Evidemment 

j{avb) = TT{a)j{v)p{b), "ia e A,b e B,v e V, 

oh 

TT = ©7i7r„, P = (BnPn- 

Evidemment vr est une representation normale de A. Si A = B il ne 
reste rien a demontrer, car dans ce cas notre construction est telle que 
71 = p. Si A B, en considerant I'espace KQ)H, soit J : V ^ B{K(BH) 
definie par 



J{v) 





j{v) 



et les representations © vr respectivement p © 0. Alors J est un 
morphisme de A — B bimodules completement isometrique, verifiant 
les conditions de I'enonce. □ 
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